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CCD, geht es haufig darum, den Schwerpunkt der Messreihe

zu bestimmen. Das kann beispielsweise die Lage einer Spek-
trallinie sein. Unser Problem bestand darin, die Position der Sonnen-
mitte auf einem zweidimensionalen Positionssensor festzulegen. Die-
ser besteht aus 2 x 64 lichtempfindlichen Streifen, die auf zwei trans-
parenten Folien, um 90° gegeneinander gedreht, aufgebracht sind
(Bild 1, links). Letztlich erhalt man jeweils 64 Streifen in horizontaler
und in vertikaler Richtung. Beleuchtet man den Sensor etwa mit ei-
nem Laser, erhalt man zwei Intensitatsverteilungen in beiden Rich-
tungen (X, Y), aus deren Schwerpunkt man die Position des Lasers
oder des Werkstticks, auf dem er als ,Zeiger” aufgebracht ist, er-
mitteln kann. Vorteil: Man muss lediglich 128 Messwerte auswerten
und nicht 64 x 64, wie im Fall einer vergleichbar genauen Dioden-
Matrix. Unsere Aufgabe bestand im Bau eines Nachfiihrautomaten
fur Sonnenteleskope. Abgebildet wird statt eines Laserspots ein stark
verkleinertes, aus dem Teleskop ausgespiegeltes, optisch miserables
Bild der Sonnenscheibe. Eine genauere Beschreibung des Sensors
und des gesamten Projekts findet man unter [1].
In der vorliegenden Arbeit geht es uns ausschlieBlich um das Pro-
blem der Ermittlung von Schwerpunkten von Profilen, vergleichbar
den beiden in Bild 1 (rechts) gezeigten Intensitatskurven unseres
Sensors. Weil diese Aufgabe in der damaligen Anwendung einem
Mikrocontroller zufiel, galt es, einen nicht nur méglichst genauen,
sondern auch wenig rechenintensiven Algorithmus zu entwickeln.
Er wurde erstmals in Solar Physics [2] kurz beschrieben. Diese Zeit-
schrift ist jedoch nur einem engen Leserkreis zugdnglich. Zusatzlich
wurde der Algorithmus auf ein zweidimensionales Intensitats-
muster (z.B. Lichtfleck (spot) auf Matrix-CCD) erweitert. Sowohl
den ein- wie auch den zweidimensionalen Fall haben wir in
Visual Basic als Excel-Anwendung programmiert. Zusammen mit
entsprechenden Beispiel-Messdaten kann das Programm von der
unten angegebenen Internet-Seite der Firma Numatec herunterge-
laden werden. Die Umsetzung in eine beliebige Programmierspra-
che ist damit auch fir mathematisch weniger geschulte Program-
mierer leicht durchftihrbar. Da unser Verfahren sehr schnell und we-
nig storanfallig ist, eignet es sich auch fur eine Echtzeit-, Zielverfol-

gung”.

Bei optischen Messungen, z.B. mit einer Zeilen- oder Matrix-

1 Klassische Methoden der Schwerpunktermittiung

Als grober Schwerpunktersatz in einem Profil wie in Bild 1 bietet sich
der maximale Messwert an. Dieser ist aber bestenfalls so genau wie
die Auflésung der Messpunkte. Dies reicht fur hohere Anspriche
nicht aus. Verwendet man dagegen die Informationen, die im ge-
samten Profil enthalten sind, erhalt man ein um GréBenordnungen
genaueres Resultat.

Die einfachste bekannte Methode der Schwerpunktermittlung in ei-
ner Messreihe ist das Schwerpunktverfahren: Der Begriff Schwer-
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Bild 1: Prinzip des Streifensensors (links) und Intensitatsprofil der
optisch schlecht abgebildeten Sonnenscheibe in X- und Y-Richtung
auf diesem zweidimensionalen digitalen Positionssensor

punkt stammt aus der Physik. Ein Korper verhalt sich in einem Kraft-
feld so, als ware seine gesamte Masse im Schwerpunkt vereinigt.
Der Schwerpunkt reprasentiert damit die Position eines Korpers. Die-
ses Konzept taugt gleichfalls zur Bestimmung der Position einer
Spektrallinie oder allgemein eines Profils, wenn dieses Profil als Mas-
senverteilung interpretiert wird.

Ein bedeutender Nachteil dieses Verfahrens besteht in der starken
Gewichtung der Randwerte. Vor allem bei starker verrauschten Da-
ten fuhrt dies zu gréBeren Verfalschungen. Ist das Profil, dessen
Schwerpunkt gesucht wird, am Rand der Messreihe teilweise abge-
schnitten (wie in Bild 3), so ist das Verfahren kaum noch anwend-
bar, da es in keiner Weise symmetrisiert.

Als weitere klassische Methode kdme ein GauB-Fit in Frage; eine sehr
genaue Methode, wenn das Profil anndhernd die Form einer GauB-
Glocke hat, wie das beispielsweise bei einer Spektrallinie haufig der
Fall ist. Neben dieser Einschréankung gibt es weitere Nachteile: Der
Algorithmus ist numerisch aufwendig, und es muss vorweg grob das
Profil innerhalb der Messreihe gesucht werden.

2 Das Fourier-Verfahren

Alle diese Nachteile vermeidet das nachstehend beschriebene Fou-
rier-Verfahren. Wir beschreiben es zunéchst fur den eindimensiona-
len Fall (Messzeile wie in Bild 1).

Die grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, die Mess-
reihe bzw. das Profil in seinen symmetrischen und seinen antisym-
metrischen Anteil relativ zur Achse im Koordinantenursprung auf-
zuspalten. Wenn wir es mit einem symmetrischen Profil zu tun ha-
ben, dessen Symmetrieachse nicht mit dem Koordinatenursprung
Ubereinstimmt, gibt es in der Fourierentwicklung antisymmetrische
Komponenten, die sich wegtransformieren lassen, indem wir das
Profil um eine geeignete Strecke auf der Koordinatenachse ver-
schieben, d. h. den Koordinatenursprung mit der Symmetrieachse
zur Deckung bringen. Durch Berechnung dieser Strecke erhalt man
die Symmetrieachse und damit die Position des Profils.



Fur ein allgemeines (in der Regel asymmetrisches) Profil definieren
wir die Position des Profils als den Ort, an dem der antisymmetrische
Anteil minimal wird.

Die Aufspaltung des Profils in symmetrische und antisymmetrische
Anteile lasst sich effektiv durch eine Fourierdarstellung des Profils er-
reichen. Dies hat weiterhin den Vorteil, dass hochfrequente Anteile
herausgefiltert werden kénnen, da Stérungen eines Profils (Rau-
schen, Randschnitte) meist hochfrequenter Natur sind.

Im folgenden wird der Algorithmus hergeleitet:
Ein (reelles) Profil f(x) sei definiert an 2N diskreten Punkten. Dann
kann dieses Profil als Fourier-Reihe dargestellt werden:

N
f(x) — 2 Ckelmk\‘,’{\ (1)
k=N
wobei C,= a,+ ib, komplexe Fourier-Koeffizienten mit C,= C*, sind.
Die Fourierkoffizienten ergeben sich aus der Fouriertransformation
der gemessenen Verteilung. Wenn f(x) symmetrisch zum Ursprung
x=0 ist, verschwinden die imaginaren Anteile von C,.

Der Term

.
A=Y (IM[C,]) Q)
k=—N
ist ein Mal3 fur die Asymmetrie der Funktion f(x) in Bezug auf x=0.
Verschiebt man den Ursprung um die Strecke Ax, d. h. betrachtet
man die Funktion f(x — Ax), erhalt man fur das oben definierte
Mal A:

N
A(Ax) =Y (IM[Cye ™M) (3)
k>0

Aus der Minimierung von A beziiglich Ax resultiert die optimale Sym-
metrieposition relativ zum Ursprung. Bei idealen ungestoérten sym-
metrischen Profilen wie etwa der GauB-Glocke oder einem Kasten-
Profil stellt sich eine Position ein, bei der alle antisymmetrischen Fou-
rierkomponenten verschwinden. Es resultiert eine Fourierentwick-
lung, die nur symmetrische Schwingungen um den Ursprung ent-
halt. In diesem Fall bestimmt allein schon die Grundschwingung die
Symmetrieposition, denn das Maximum der Grundschwingung ist
gleichzeitig die Symmetrieachse des Profils. Alle héheren Kompo-
nenten sind bezlglich dieser Achse symmetrisch. Daher reicht bei
symmetrischen Profilen der Fourier-Koeffizient erster Ordnung aus,
um die Symmetrieachse zu bestimmen.
Nun gibt es in der Messtechnik keine idealen Profile, vielmehr tber-
lagern Rauschen und andere Fehler das Profil. Grundsatzlich fthren
solche Stérungen zu einem Fehler in der Berechnung der Symme-
trieposition. In vielen Féllen sind diese Stérungen hochfrequenter
Natur, so dass die Phase der Grundschwingung weitgehend stabil
bleibt und die Auswirkungen gering sind. Dies wird von unseren
Demonstrationsbeispielen (s.u.) bestatigt. Auch in diesem Fall wird
die Symmetrieposition nur aus dem Fourierkoeffizienten erster Ord-
nung bestimmt. Tatsachlich wirde die Mitnahme der héheren
Schwingungen das Ergebnis verfalschen, da auf diese Weise die Sto-
rungen mathematisch als zum Profil gehorig interpretiert werden
warden.
Bei ungestorten asymmetrischen Profilen dagegen sind zur Posi-
tionsbestimmung gemal3 obiger Definition alle Fourierkomponen-
ten zu bertcksichtigen. Wenn dem Profil zusétzlich Stérungen Uber-
lagert sind, sollten geeignete Spektralfilter angewandt werden, um
diese Stérungen zu dampfen. Ein einfacher Filter wére, Fourier-
koeffizienten nur bis zu einer bestimmten Ordnung mitzunehmen.
Im folgenden gehen wir von der Axialsymmetrie des ungestorten
Profils aus und beschranken uns, wie oben begriindet, auf die
Grundfrequenz k=1.
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Es ergibt sich dann aus (3):
IM[C,e”™ 'Y= a, sin(2mAx/ N)—b, cos(2mAx/ N) =0 (4)
und nach Ax aufgeldst:

Ax = %[arctan[i—‘] ]+®] (5)

Es tritt ein Phasenkorrekturterm @®

b, a; cpﬁ gemaR Tabelle 1 auf, der den kor-
U3 rekten Zweig des Arcustangens fest-

>0 >0 0 legt.
* <0 N Der Algorithmus l&sst sich aber auch
<0 >0 2N auf eine zweidimensionale Vertei-
lung (Datenmatrix wie in Bild 2) er-

weitern. Hierflr gehen wir aus von
der zweidimensionalen Fourier-De-
komposition mit den Koordinaten x,
y sowie den Wellenzahlen &, &,

N ik -x+k.-y)/ ]
feey)= DC et ©)

kok,=—N

Tabelle 1: Bestimmung der
Phasenkorrektur aus den
Koeffizenten b, und a,

Die Funktion f(x, y) ist reell, wenn fur die Fourierkoeffizienten gilt:
Cromty = C i, SOWIE €y = €y

Analog zum eindimensionalen Fall l&sst sich nun ein MaB fur die
Asymmetrie der Funktion f(x — Ax, y — Ay) definieren:

N N N

A(Ax, Ay) = Z(IM[CA‘J(‘efzmnl\\-m»«/\,.m )/N])Z + Z(IM[CAFA"e—2m(/‘\.A\'—A\»A_r) J\])Z
:‘lfi,zfﬂ ky k>0

Auch hier werden nur die Fourierkoeffizienten 1. Ordnung Cy, upﬂ

C,, berlcksichtigt. Gleichung (7) reduziert sich auf

A(Ax, Ay) = (IM[C, e ™" V] + (IM[Cy e V] (®)

Minimierung von (8) bezuglich Ax und Ay fuhrt zur Entkopplung der
beiden Koordinaten

(9a)

IM[C, e """ 1=0
"1=0 (9b)

M [Co.le—zm-m /N

Die Bestimmung von Ax und Ay einschlieBlich der Phasenkorrektur
erfolgt analog zu den Schritten in (4) und (5), wobei die komplexen
Konstanten C,,und C,, als bekannt vorausgesetzt werden.

Im néchsten Schritt kénnte man zusétzlich die KoeffizientenC, , und
C,_, berticksichtigen. Die Entkopplung der Koordinaten ist dann auf-
gehoben. Diese Terme durften aber erst dann zusatzlichen Gewinn
bringen, wenn das Profil stark von der Axialsymmetrie abweicht.

3 Ein praktisches Beispiel

Mit einer CCD-Kamera wurde das Bild eines diffusen Lichtspots auf-
genommen und mit
8 Bit Tiefe digitalisiert
(Bild 2). Zur Einbrin-

Bild 2:

CCD-Aufnahme eines
diffusen Lichtspots.
Wie bestimmt man den
Schwerpunkt?
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Bild 3:
Schnitt durch einen
zweidimensionalen
\ Lichtspot (Spalten-
profil aus Bild 2 in
\ Excel-Darstellung)
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gung in eine Excel-Datei wurde die Anzahl der Spalten auf 214, die
der Zeilen auf 161 reduziert. Wenn Sie unsere Excel-Anwendung
herunterladen (www.numatec.de/fourier.html), konnen Sie sich
mit dem Algorithmus naher vertraut machen. Mit den Pfeilen lassen
sich Zeilen- und Spaltenprofile auswahlen. Die Werte der Schwer-
punktberechnung nach dem herkémmlichen Verfahren und unse-
rem Fourier-Verfahren werden unmittelbar in der Legende ange-
zeigt.

Bild 3 zeigt das Profil der 100. Spalte. Man erkennt, dass das Profil
am rechten Rand abgeschnitten ist. Das Schwerpunktverfahren lie-
fert als Ergebnis 96,731, das eindimensionale Fourier-Verfahren da-
gegen 99,206, was der Wahrheit sichtbar eher entspricht. Noch
eklatanter ist der Unterschied, wenn man ein kaum eingesenktes
Profil, etwa Spalte 52, auswahlt. Bei den Zeilenprofilen sind die Dif-
ferenzen insgesamt geringer, weil die Profile recht symmetrisch sind
und etwa in der Mitte der Messreihen liegen. Fazit: je gestorter die
Profile, desto groBer die Vorteile des Fourier-Verfahrens aufgrund
des Filtereffekts.

Die komplette zweidimensionale Intensitatsverteilung in Iso-Linien-
Darstellung zeigt Bild 4 (Ausschnitt aus der Excel-Datei). Hier liefert
die sinngemaBe Anwendung der Schwerpunktmethode (Zeile
94,532, Spalte 105,945), das zweidimensionale Fourier-Verfahren
dagegen (700,538 / 106,764), ein offensichtlich besseres Ergebnis,
vor allem beziglich der Zeilenkoordinate. Die Ursache liegt wiede-
rumin den unten ,abgeschnittenen” Spalten. Auch diese Rechnung
kdnnen Sie mit unserem Excel-Blatt selbst nachvollziehen. Durch
Dricken von <Alt><F11> erhalt man Zugang zum Programm-
Code.

In praktischen Anwendungen kénnen unter Umstanden Vorbear-
beitungen notwendig sein: Falls eine Messreihe eingesenkte Profi-
le, z.B. Absorptionslinien, aufweist, missen die Daten zuvor ge-
spiegelt werden. Liegen mehrere Profile in einer Messreihe, ist das
gesuchte zunachst grob vorzubestimmen (anhand des Maximal-
werts und der ungefahren Profilbreite). Die Storprofile sind zu eli-
minieren, indem die entsprechenden Messwerte auf das allgemei-
ne Grundniveau gesetzt werden.

Bild 4:

Iso-Linien Excel-Dar-
stellung der Inten-
sitatsverteilung des
Lichtspots aus Bild 2

81 Zeilen

Spalten
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